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Wspotczesne konstrukcje maszyn energetycznych cechuje dazenie do osiggnigcia wysokiej
sprawnos$ci 1 duzej koncentracji mocy. Czgéci tych maszyn bywaja narazone na wysokie
temperatury i wysokie naprezenia termiczne. Dlatego wielkg uwage przypisuje si¢ do metod
precyzyjnego obliczania pdl temperatur w elementach o ztozonych ksztattach, przy zatozonych
warunkach brzegowych. Wsréd metod rozwigzywania réwnan przewodnictwa ciepta
decydujace znaczenie maja metody numeryczne, w tym metoda réznic skonczonych. Metody
analityczne zawodzg przy skomplikowanych ksztattach wspoétczesnych maszyn i mogg jedynie

stuzy¢ do sprawdzania doktadnos$ci rozwigzana pozostalymi metodami.

1. Metoda roznic skonczonych

Metoda réznic skonczonych polega na aproksymacji pochodnych ilorazami réznicowymi. W

: : oT .
celu wyprowadzenia wzoréw roznicowych dla pochodnych %oraz a stosuje si¢ rozktad

funkcji T (X, y) w szereg Taylora wokot punktu x; ; . Z rozktadu wynika, Ze dla pochodnej (Z—T
X

szereg przybiera postac:
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Po przeksztatceniu zaleznosci (1) otrzymujemy pochodng x w postaci ilorazu ro6znicowego:
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Dla przypadku ustalonego przewodzenia ciepta w ciele o statym wspotczynniku przewodzenia
ciepla oraz braku wewnetrznych zrodet ciepta réwnanie przewodzenia ciepta przyjmuje postac

rownania rozniczkowego Laplace’a:
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ktore dla przypadku dwuwymiarowego ma postac:
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Przyktadowo dla obszaru przedstawionego narys. 1 pierwsze pochodne dla punktu o indeksach

I,j przyjmuja postac (6):
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Rys. 1 Przyktadowy obszar dyskretyzacji metoda roznic
skonczonych

Na podstawie ilorazow roznicowych pierwszych pochodnych zostaly wyznaczone ilorazy

roznicowe drugich pochodnych dla punktu o indeksach i,j :
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Po podstawieniu ilorazéw roéznicowych (7) do wyrazenia (5), otrzymano nastepujace

zaleznosci:
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Z wyrazenia (9) wynika, ze temperatura dla punktu T, ; stanowi Srednig arytmetyczng (10):
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1.1. Przyklad zastosowania metody ro6znic skonczonych (MRS)

Obliczy¢ pole rozktadu temperatury w plytce kwadratowej p boku m, ogrzewanej z jednego
boku. Widok ptytki przedstawiono na rys. 2a.
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Rys. 2 a). Plytka kwadratowa ogrzewana wzdtuz jednego boku, b) dyskretyzacja polowy pola kwadratu i numeracja wezlow
przy kroku dyskretyzacji 7z /4.

Przyjeto nastgpujace warunki brzegowe (WB) I rodzaju na obwodzie ptytki:

T(0,y)=T(x,y)=0 dla0<y<r
T(x,0)=1 dla0<x< 7 (11)
T(x,7)=0 dla0<x< 7

Na rysunku 2b przedstawiono dyskretyzowany obszaru do obliczen. Ze wzgledu na

symetryczny charakter rozpatrywanego przypadku dyskretyzacji podlega tylko potowa obszaru



kwadratowej ptytki. Przez wezty 2,4,6 przebiega o$ symetrii plytki. Dyskretyzacja zostata
przeprowadzona tak, aby cze$¢ wezlow znalazta si¢ doktadnie na brzegu obszaru. W weztach

oznaczonych T,i T,, przyjeto wartosci zgodne z warunkami brzegowymi: T, =0 a T, =1.

Dla wezta 1 zgodnie z przedstawiong siatkg na rysunku 2b) oraz zaleznoscig (9) mamy:

T,+T,+T,+T,—4T,=0 (12)
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gdzie T,

i+1,] =
Czyli temperatura w wezle 1 bedzie réwna

T+ T+ T, + T,
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Porzadkujac sktadniki wyrazenia (12) oraz dodajac do niego temperatury dla weziow 4,5,6 wraz

z zerowymi wspotczynnikami otrzymano zalezno$¢ o postaci:

—AT, +T, +T,+0T, + 0T, + 0T, =-2T, (14)

Powtarzajac powyzsze operacje dla pozostalych weztow (od 2 do 6) uzyskano uktad rownan

liniowych:

4T, + T, + T, + 0 + 0 + 0 = - 2T,
T -4, + 0 + T, + 0 + 0 = - T,
T + 0 4T, + T, + T, + 0 = - T,
0 + T, +2T, —-4T, + 0 + T, = 0 (15)
0 +0 + T, + 0 —4T, + T, =—(T,+Ty)
0 +0 + 0 + T, +2T, 4T, = - T,
Ktoéry mozna zapisa¢ przy pomocy nastepujacych macierzy:
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gdzie: A-macierz wspotczynnikow, T-wektor temperatur, B-wektor wyrazow
wolnych.

Uktad rownan liniowych w postaci macierzowej przyjmuje nastepujgcg postac:

A-T=8B a7



Rozwigzanie tak przedstawionego uktadu rownan przeprowadzonO przy pomocy macierzy
odwrotnej oraz metod iteracyjnych. Zastosowanie macierzy odwrotnej do macierzy A pozwala

uzyska¢ zalezno$¢:

T=A'B (18)

Tak uzyskany uktad réwnan mozna rozwigza¢ przy pomocy arkusza kalkulacyjnego Excel lub
pakietu obliczeniowego Matlab. Ponizej zostala przedstawiona instrukcja jak przeprowadzié¢

obliczenia z wykorzystaniem macierzy odwrotnej w programie EXCEL.

1.2. Obliczenia ukladu réwnan przy pomocy programu EXCEL.

Krok 1: Utworzy¢ macierz A zawierajaca wspotczynniki réwnan. Na rys. 3 zostat

przedstawiony przyktad utworzonej macierzy wspotczynnikow A.
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Rys. 3 Macierz A zawierajgca wspotczynniki réwnan liniowych

Krok 2: Utworzy¢ wektor B zawierajaca wyrazy. Na rys. 4 zostal przedstawiony przyktad

utworzonego wektora wyrazow wolnych B.
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Rys. 4 Wektor B zawierajgcy wyrazy wolne
Krok 3: Zaznaczyé obszar, w ktorym maja znajdowaé sie wartosci macierzy odwrotnej A™L.
Weisng¢ kombinacje klawiszy Ctrl+Shift+F2 a nastepnie po znaku ,,=" wprowadzi¢ formute
MACIERZ.ODW(tablica) wstawiajac jako argument tablica zakres komorek obejmujacy
warto$ci macierzy A. Kolejno zatwierdzi¢ dzialanie formuty poprzez naci$nigcie kombinacji
klawiszy Ctrl+Shift+Enter. Na rys. 5 zostal przedstawiony przyktad obliczania macierzy

odwrotnej A, Rys. 6 przedstawia wynik obliczen przyktadowej macierzy odwrotnej AL,
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Rys. 5 Obliczanie macierzy odwrotnej At
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Rys. 6 Macierz odwrotna A

Krok 5: Zaznaczy¢ obszar, w ktorym maja si¢ znajdowac warto$ci wektora temperatur T.
Wecisna¢ kombinacje klawiszy Ctrl+Shift+F2 a nastgpnie po znaku ,,=” wprowadzi¢ formutg
MACIERZ.ILOCZYN(tablical;tablica?) podstawiajac pod argument tablical zakres komorek
obejmujacy wartosci macierzy odwrotnej A! a pod argument tablica2 zakres komérek
obejmujacy wartosci wektora B. Kolejno zatwierdzi¢ dziatanie formuly poprzez naci$nigcie
kombinacji klawiszy Ctrl+Shift+Enter. Na rysunku 7 zostat przedstawiony przyktad obliczania
warto$ci macierzy temperatur T. Rys. 8 przedstawia wynik obliczen warto$ci macierzy

temperatur T.
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Rys. 7 Obliczanie wektora temperatur T
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Rys. 8 Wektor temperatur T



2. Metoda kolejnych przyblizen, metoda nadrelaksacji

Metoda kolejnych przyblizen korzysta z zaleznosci (10) w obliczaniu warto$ci temperatury

w weztach zadanego przypadku. Zalozono poczatkowy rozktad temperatury w taki sposob jak

narys.9.

o o
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Rys. 9 ZaloZony rozktad temperatury

Nastepnie obliczono w poszczeg6lnych weztach (komorkach) wartoéci na podstawie
zaleznos$ci (10) za kazdym razem podstawiajgc w wybranym wezle nowa warto$é. Kolejnosé

przeliczenia w pierwszym przyblizeniu zostata przedstawiona na rys. 10.

0,6000 0,6000
0,6000 0,5875
1 1 1

Rys. 10 Kolejnosé obliczerr w pierwszym przyblizeniu
Rysunek powyzej prezentuje tylko pierwsze przyblizenie. Aby wyniki dla metody iteracyjnej
byly zblizone z wynikami uzyskanymi przy pomocy macierzy odwrotnej nalezalo powtorzy¢

obliczenia okoto 15 razy. Na rys. 11 przedstawiono wyniki obliczen.
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Rys. 11 Wynik obliczeri metodq kolejnych pryblizen rozpatrywanego przypadku
W celu szybszego uzyskania rozwigzania stosuje si¢ modyfikacje metody kolejnych
przyblizen poprzez wprowadzenie wspotczynnika relaksacji. Jesli wspotczynnik relaksacji w
bedzie zawiera¢ w przedziale (1;2) to metode nazywamy wtedy nadrelaksacja.

Wspotczynnik relaksacji do wyrazenia (10) wprowadza si¢ w nastepujgcy sposob:

AT (n) (n) ()
T(rH—l) _(1_60)‘-[-(”) + @ (Ti+l,j +Ti_1vj +Tivj+l+-rivj_1)
i,j - ij

" (20)

3. Podstawowe zrodla bledow wystepujac w obliczeniach

numerycznych i pojecia zwigzane z bledami

Zagadnienia rozwigzywane przy pomocy metod numerycznych na ogot sg obarczone pewnym

btedem. Mozna rozr6zni¢ nastepujace bledy:

e Bledy metody — zwigzane sa ze sformutowaniem samego zagadnienia matematycznego
ktore rzadko opisuje realne zjawiska a raczej wyidealizowany model.

e Bledy obcigcia — zwigzane sa z konieczno$cig zakonczenia obliczeh na pewnym
wyrazie ciggu badZz sumy szeregu ktéra jest wykorzystywana w obliczeniach
numerycznych.

e Biledy zaokraglenia — powstajag one w wyniku zaokraglenia liczby, ktore polega na
odrzuceniu z niej wszystkich cyfr, poczynajac od pewnego miejsca.

e Btedy poczatkowe — wystepuja one w zwigzku z obecno$cia we wzorach
matematycznych parametréow liczbowych, ktorych wartos¢ mozna okresli¢ jedynie w
przyblizeniu, np. stale fizyczne.

e Btledy dziatan arytmetycznych — zwigzane sg z wykonywaniem dziatan arytmetycznych
na liczbach przyblizonych. W wyniku dziatan arytmetycznych na liczbach

przyblizonych przenosimy do obliczen btgedy danych poczatkowych.



Bledem bezwzglednym A liczby przyblizonej a nazywa si¢ warto$¢ bezwzgledng roznicy
pomiedzy liczbg doktadng A 1 liczbg przyblizong a
A=|A-a (21)

Bledem wzglednym 6 liczby przyblizonej a nazywamy stosunek btgdu bezwzglednego A tej
liczby do warto$ci bezwzglednej liczby doktadnej A (A+0)

A
== 22
4. Przebieg ¢wiczenia
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Rys. 9 Dyskretyzacja polowy pola kwadratu i numeracja wezlow przy kroku dyskretyzacji 0,177

Rozwigzanie analityczne dla przykladu przedstawionego na rysunku 9 przyjmuje postac

szeregu (23)

_agsn(en-sm[(zn-1)(x-y)]
T(x, y)—;é (zm_l)sinh[(Zn—l)”]

oraz przy zatozeniu liczby wyrazow szeregu n=38 uzyskuje si¢ rozwigzanie przedstawione

(23)

w tabeli 1 ponize;j.



Tabela 1 Wyniki obliczen analitycznych
X

0,1IT | 0,2IT | 0,3II | 0,41 | 0,511
0.9IT |0,0109 |0,0208 | 0,0285 | 0,0334 | 0,0351
0,8IT 0,0230 | 0,0437 | 0,0599 | 0,0702 | 0,0737
0,711 10,0375 0,0711|0,0972 | 0,1138 | 0,1194
0,6IT |0,0562|0,1060 | 0,1444 |0,1684 | 0,1765
0,511 |0,0816 |0,1528 | 0,2063 | 0,2391 | 0,2500
0,411 |0,11800,2178|0,2895 | 0,3316 | 0,3454
0,311 |0,1745|0,3122|0,4028 | 0,4523 | 0,4679
0,211 |0,27400,4563 | 0,5569 | 0,6060 | 0,6208
0,111 |0,4891|0,6823|0,7594 |0,7923 | 0,8017

y

. Uruchomi¢ arkusz Excela zataczony do instrukcji.

Otworzy¢ arkusz ,, Obliczenia temperatury .

. Korzystajac z funkcji macierzowych obliczy¢ macierz odwrotng macierzy
wyznacznikow AL,

. Korzystajac z funkcji macierzowych wyznaczy¢ wartosci wektora temperatur T poprzez
obliczenie iloczynu wektora wyrazow wolnych B i macierzy odwrotnej A™.
Wprowadzi¢ wyniki obliczeh wartosci temperatur zawartych w wektorze T do
tabeli nr 2 (Arkusz: ,, Rozktad Tem. i Obl. Bledu”) tak aby uzyskaé rozktad zgodny
zrys. 9.

. Z wykorzystaniem wyrazen (19) i1 (20) obliczy¢ btad bezwzgledny 1 wzgledny w
odniesieniu do wynikow obliczen analitycznych. Zamieszczonych w tabeli nr 1
(Arkusz: ,, Rozktad Tem. i Obl. Bledu). Uzyskane wyniki zamieéci¢ odpowiednio w
tabelach 2A 1 26.

. Korzystajac z arkusza ,, Metoda kolejnych przyblizen” ustali¢ liczbg iteracji jaka jest
potrzebna do obliczenia zadanego przypadku.

. Korzystajac z arkusza ,, Metoda kolejnych przyblizen” ustali¢ liczbg iteracji dla metody
nadrelaksacji przy zmianie wspotczynnika nadrelaksacji od 1,1 do 1,9 w kroku co 0,1.
Obliczy¢ btad bezwzgledny 1 wzgledny dla metody kolejnych przyblizen i nadrelaksacji
przy wspolczynniku o najszybszej zbieznosci. Wyniki rozktadu oraz btedéw zamiescicé

w tabelach 3, 3A 1306 oraz 4, 4A 140 w arkuszu ,, Rozktad Tem. i Obl. Bledu”.



5. Pytania

1. Napisac postac rozniczkowa rownania Laplace’a dla przypadku dwuwymiarowego.

2. Czym jest temperatura Tij w dowolnym punkcie siatki dla dwuwymiarowego przypadku
ustalanej wymiany ciepta w ciele o statym wspotczynniku przewodzenia ciepta oraz
braku wewnetrznych zrédet ciepta?

3. Dla jakiego przypadku przewodzenia ciepta wykorzystywane jest rownanie
rozniczkowe Laplace’a?

4. Wypisa¢ zalezno$ci na obliczanie btedu wzglednego i bezwzglednego oraz opisac je.

5. Wymieni¢ rodzaje bledow wystepujacych w obliczeniach numerycznych.

6. Poda¢ metody rozwiazywania rownan liniowych stosowanych w obliczeniach
numerycznych.

7. Z jakiego szeregu korzystamy stosujgc metode réznic skonczonych? Poda¢ przyktad
rozktadu funkcji T(X,y) w ten szereg wokot punktu o indeksach (i,j) wzgledem jednej ze
zmiennych.

8. Wymieni¢ warunki brzegowe wystepujace w obliczeniach wymiany ciepta i krétko
je scharakteryzowac.

9. Na czym polega metoda kolejnych przyblizen.

6. Wymagania dotyczace wykonania sprawozdania

W  sprawozdaniu zawrze¢ opis wykonanych obliczef, wyniki obliczeh w postaci
dwuwymiarowej tabelki z naniesiong skalg koloréw oraz odpowiadajace jej tabelki zwigzane z
policzeniem btedu bezwzglednego i wzglednego. Przyktadowe obliczenia btedow. Wykres
stupkowy poréwnujacy niezbedng liczbe iteracji do uzyskania wynikow dla MKP i metody

nadrelaksacji dla r6znych wartosci w.

We wnioskach odnie$¢ si¢ do uzyskanych wynikéw oraz wartosci bledow. Pordéwnaé

zastosowane metody.



